
פרק 6: משוואות סימולטניות ((Simultaneous Equations 
6.1:  מהות הבעיה
עד כה בקורס הנחנו כי קיימת משוואה בודדת בה לרוב יש משתנה תלוי מקרי אחד (משתנה אנדוגני) ואילו המשתנים מסבירים הם אינם מקריים (משתנים אקסוגניים). בפרק הקודם עסקנו אומנם במצב בו יש משתנים מסבירים מקריים, אך גם שם טיפלנו במצב של משוואה בודדת. בכלכלה מנגד פעמים רבות יש יותר ממשואה בודדת שמתארת את המודל הכלכלי, שבכל משוואה מופיע יותר ממשתנה מקרי (אנדוגני) אחד, כאשר המשתנים המקריים השונים במערכת המשוואות נקבעים בו זמנית. דוגמא טובה לכך היא שווי משקל בשוק תחרותי בו קיימים משוואות ביקוש והיצע שבהן המשתנים האנדוגניים (מקריים) הם המחיר והכמות, שמופיעים הן במשוואת הביקוש והן במשוואת ההיצע, והם נקבעים בו-זמנית בשווי משקל בשוק. מובן שבנוסף בכל משוואת ביקוש והיצע יכולים להופיע כמשתנים מסבירים גם משתנים אקסוגנים: מחירי תשומות ומחיר מוצר מתקופה קודמת במשוואת ההיצע או הכנסה במשוואת הביקוש.  משוואות סימולטניות מאופינות לפיכך בשני אלמנטים מרכזיים: 1) המודל מורכב מיותר ממשואה אחת בודדת. 2) אחד המשתנים המסבירים (משתנה מקרי, אנדוגני) או יותר בכל משוואה מתואם עם ההפרעה המקרית של אותה משוואה. במודל כזה כל משוואה היא לניארית בפרמטרים ובהפרעה האקראית שלה ולכן ניתן לכאורה לבצע את האמידה בריבועים פחותים לכל משוואה ומשוואה במודל. עם זאת המתאם שקיים בין הפרעה האקראית למשתנה המסביר האנדוגני (המקרי) בכל משוואה במודל הסימולטני יביא לקבלת אומדים מוטים לא עקיבים ולא יעילים. לפיכך עלינו לבצע תיקון כלשהו למשוואת האמידה בכדי לקבל אומדים מוטים אך עקיבים ויעילים במדגמים גדולים (אסימפטוטית). 

נבחן את המודל (מערכת המשוואות) שמתארת שווי משקל בשוק תחרותי. המערכת מורכבת ממשואת ביקוש ומשוואת היצע כאשר בשווי-משקל הכמות המבוקשת 
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 זהה לכמות מוצעת בכל נקודת זמן 
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נניח כי 
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 מקיימות כל אחת את כל ההנחות הקלאסיות וכן אין בינהם כל תלות 
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מערכת זו מתארת את משוואות המבנה ((Structural Equations שנרצה לאמוד. מכייון שבשווי-משקל הכמות המבוקשת שווה לכמות מוצעת בכל נקודת זמן הרי שניתן להתייחס למשתנה הכמות 
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 ללא אינדקס של היצע או ביקוש. כמות המוצר בשוק ומשתנה המחיר הם משתנים מקריים אנדוגניים הנקבעים במערכת יחדיו באותו פרק זמן-(תנועה בהם תזוזה על עקומות ביקוש והיצע), בעוד שמשתנים אחרים כמו: מחיר המוצר בתקופה קודמת 
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 והכנסה 
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 הם משתנים אקסוגנים הנקבעים מחוץ למערכת שלא בשווי-משקל או שנקבעו במערכת אך בעבר בתקופות קודמות (תנועה בהם תזוזה של עקומות ביקוש והיצע). שים לב שהמערכת היא מערכת משוואות סימולטנית שכן היא כוללת יותר ממשואה אחת בודדת. ובכל משוואה  אחד המשתנים המסבירים (במקרנו מחיר המוצר- משתנה מקרי, אנדוגני) מתואם עם ההפרעה המקרית של אותה משוואה, שכן מחיר המוצר הוא בעצמו משתנה תלוי שנקבע בתוך השוק ומתוך תהליך ההגעה לשווי-משקל נוצר קשר בינו לבין ההפרעות האקראיות בכל משוואה. לפיכך אמידה בריבועים פחותים  תביא להטיה ולחוסר עקיבות באומדים.  
מעבר ממשואות מבנה למשוואות הצורה המצומצמת (משוואות הפיתרון)
 בשווי משקל כאמור הכמות המבוקשת 
[image: image10.wmf]d

t

Q

 זהה לכמות מוצעת בכל נקודת זמן 
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 אם נציב זאת במשוואות המבנה נוכל למצוא משוואה שתתאר את המחיר של המוצר באופן הבא:
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אם נציב במשוואת הביקוש במקום המחיר  את משוואה (1) לעיל נמצא משוואה שתתאר את כמות המוצר בשווי-משקל:
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משוואות (1) ו-(2) נקראות משוואות הצורה המצומצמת (Reduced Form).
במשוואות אלו כל משתנה אנדוגני (מחיר המוצר וכמותו) הם פונקציה של משתנים אקסוגנים בלבד והפרעות אקראיות. שים לב שבמשוואות אנו רואים כי כל משתנה אנדוגני מושפע משני ההפרעות האקראיות של משוואות המבנה המקוריות ולמעשה ברורה הבעיה באמידת משוואות המבנה המקוריות שכן  
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 נוכל לרשום את משוואות (1) ו-(2) בצורה קומפקטית יותר בעזרת מקדמים חדשים
[image: image16.wmf]6
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 שיהיו שווים למנה של הפרמטרים המקוריים של משוואות המבנה, והפרעות חדשות 
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 השקולות למנה של ההפרעות האקראיות החדשות:
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לפני שנתאר את הפתרונות השונים למציאת אומדים עקיבים ויעילים אסימפטוטית לפרמטרים של משוואות המבנה עלינו לדון בשאלת הזיהוי של משוואות המבנה. 
6.2:  בעיית הזיהוי במשוואות סימולטניות

אנו רוצים לזהות את הפרמטרים של משוואות המבנה ההיצע והביקוש כלומר לזהות במקרנו את 
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 ונרצה לברר האם נוכל כל אחת מהמשוואות מזוהה במדיוק, ואז יש פתרון יחיד ולכל נעלם (פרמטר) במשוואה יש ערך אחד, או שאין פתרון לפחות לאחד הנעלמים במשוואה כלומר אין  לו ערך ואז נקרא למשוואה במצב זה כמזוהה בחסר. מצב שלישי אפשרי שיש יותר מדי פתרונות לפחות לאחד הנעלמים (הפרמטרים) במשוואה, כך שפרמטר זה יש לו שני ערכים ולא ערך ופתרון יחיד. במצב זה תיקרא המשוואה כמזוהה ביתר.  
מהו כלל הזיהוי בכל משוואה ?

נסמן ב-K את מספר המשתנים האקסוגניים במערכת המשוואות המבניות כולה למעט אלו של המשוואה הנבדקת, ונסמן ב-G את מספר המשתנים האנדוגניים במשוואה הנבדקת. ונשווה בין K  לבין G-1 באופן הבא:
K < G-1משוואה מזוהה בחסר.
K = G-1משוואה מזוהה בדיוק.

K > G-1משוואה מזוהה ביתר.

במקרנו:

משוואה             אנדוגניים                אקסוגניים          כלל הזיהוי                        מסקנה 
היצע                   P,Q                         
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, חותך           1=2-1                      משוואה מזוהה בדיוק
ביקוש                  P,Q                        
[image: image21.wmf]t
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 , חותך            1=2-1                       משוואה מזוהה בדיוק

שים לב שחותך הוא גם משתנה אקסוגני (משתנה עם ערך 1 לכל תצפית), כך שם באחת המשוואות אין חותך אז ה-K שלה יכלול גם חותך.כאשר שתי המשוואות  מזוהות בחסר אין פתרון אולם כאשר רק משוואה אחת מזוהה בחסר לרוב ניתן לקבל אומדים עקיבים על פרמטרי המשוואות האחרות (מלבד הפרמטרים של המשוואה המזוהה בחסר). נושא הזיהוי הוא קריטי בלבחירת הדרך והשיטה שנאמוד כדי לקבל אומדים עקיבים ויעלים אסימפטוטית לפרמטרים של משוואות המבנה הסמולטניות.
דוגמא: נתונה מערכת של ארבע משוואות סימולטניות:
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- משתנים אנדוגניים.
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משוואה          אנדוגניים               אקסוגניים                     כלל הזיהוי                   מסקנה 
משוואה 1    
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, חותך                         4-1=4-1                     מזוהה בדיוק
משוואה 2  
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,חותך                    4-2<4-1                      מזוהה בחסר        
משוואה 3  
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, חותך   4-4<3-1                      מזוהה בחסר
משוואה 4  
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                         4-2+1>3-1                      מזוהה ביתר    
ישנם מספר דרכים כפי שנראה בסעיף הבא לאמוד את המערכת אך הדרך הפשוטה הנוחה ביותר שתבטיח אומדנים מוטים אך עקיבים ויעילים אסימפטוטית למשוואוות שיש עליהן זיהוי (משוואות 1 ו-4) היא בשיטת TSLS.

6.3: תרופות ושיטות אמידה לקבלת אומדים עקיבים ויעילים במשוואות סימולטניות

ראינו כי אמידה של משוואות המבנה המקוריות בריבועים פחותים תניב אומדים מוטים, לא עקיבים ולא יעילים, וזאת בשל המתאם בין ההפרעות האקראיות למשתנים מסבירים אנדוגניים. נראה שלוש דרכים לפתרון הבעיה שיספקו אומדים מוטים אך עקיבים ולרוב גם יעילים אסימפטוטית: 1) שיטת הריבועים הפחותים הלא ישירה ((ILS. 2) אמידה בעזרת משתני עזר (IV). 3) אמידה בשני שלבים (TSLS).

א. אמידה בשיטת הרבועים הפחותים הלא ישירה- Indirect Least Squares-
שיטה זה מבוססות על מעבר ממשוואות המבנה למשוואות בצורה המצומצמת שבהן במקרה שלנו יהיו המשתנים האנדוגנים 
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 ו-
[image: image34.wmf]t

P

 יופיעו כמשתנים תלויים וכפונקציה של המשתנים האקסוגניים בלבד שמצויים במערכת וכן של הפרעות האקראיות 
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 כזכור המשוואות בצורה המצומצמת בדוגמא שלנו היו:
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משוואות אלה ניתן לאמוד בריבועים פחותים ולקבל אומדי  -BLUE
[image: image37.wmf]6
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  שכן כל ההנחות הקלאסיות מתקיימות עבורם וכזכור 
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. כעת מהאומדים של המקדמים בצורה המצומצמת ננסה לחלץ את האומדים של הפרמטרים 
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  של המשואות המבניות בדוגמא שלנו:
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בדוגמא זאת יש לנו שש משוואות בששה נעלמים (הפרמטרים של המשוואות המבניות), ולכן יש פתרון יחיד לכל פרמטר מבני של משוואות הביקוש וההיצע. תוצאה אינה מפתיעה שכן שתי המשוואות הביקוש וההיצע היו כזכור מזוהות במדויק. במצב כזה האומדים של המקדמים של המשוואות המבניות קרי  
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 יהיו מוטים (כי הם התקבלו מטרנספורמציה לא לניארית של אומדי המשוואה המצומצמת), אך הם עקיבים ויעילים. אם לחלופין רק משוואה אחת היתה מזוהה בדיוק והשניה לא היתה מזוהה, אז הינו מקבלים מצב שיש מספר קטן יותרשל משוואות ממספר הנעלמים (הפרמטרים המבנים) שיש למצוא (למשל חמש משוואות עם ששה נעלמים). במצב כזה ברור שלא ניתן למצוא פתרון לכל הנעלמים, ובפועל נוכל למצוא את הפרמטרים של המשוואה המזוהה, אך לא את הפרמטרים של המשוואה שאינה מזוהה (מזוהה בחסר). מצב שלישי אפשרי הוא שאחת המשוואות מזוהה במדיוק אך השניה מזוהה ביתר(למשל בהיצע נוסף משתנה אקסוגני של מחירי תשומה, ואז משוואת הביקוש תהיה מזוהה ביתר וההיצע מזוהה במדיוק). במצב זה יש מספר גדול  יותרשל משוואות ממספר הנעלמים (הפרמטרים המבנים) שיש למצוא (למשל שבע  משוואות עם ששה נעלמים). הפעם יהיה לנו יותר מידי פתרונות לאומדים של המשוואה שמזוהה ביתר (למשל שני פתרונות לפרמטר כלשהו של משוואת הביקוש) ופתרונות אלה יתנו אומדים עקיבים אך כולם לא יעילים. יצויין כי שוב נקבל פתרון יחיד ואומד יחיד לכל פרמטר של המשוואה שמזוהה בדיוק. מצב אחרון ונדיר יחסית הוא כאשר משוואה אחת מזוהה בחסר והמשוואה השניה מזוהה ביתר לכאורה ייתכן ואף נקבל כי מספר המשוואות שווה למספר הנעלמים, אולם גם אז לא נוכל למצוא פתרון לכל הנעלמים, לא של הפרמטרים של המשוואה המזוהה בחסר, ואך לא של אלו של הפרמטרים של המשוואה המזוהה ביתר. לסיכום בשיטת ריבועים פחותים עקיפה:
 משוואה מזוהה בחסר- לא ניתן לחלץ את הפרמטרים המבניים מתוך הפרמטרים של הצורה המצומצמת. 
משוואה מזוהה במדויק - ניתן לחלץ באופן יחיד, את הפרמטרים המבניים מתוך הפרמטרים של הצורה המצומצמת . קיים אומד אחד עקיב ויעיל לכל פרמטר במשוואה המבנית.
משוואה מזוהה ביתר- יש יותר מדרך אחת לחלץ את הפרמטרים המבניים מתוך הפרמטרים של בצורה המצומצמת . קיימים מספר אומדים עקיבים לכל פרמטר במשוואה המבנית, אך אף אחד מהם לא יעיל.
מסקנה: בשיטת ריבועים פחותים עקיפה נקבל אומדים מוטים אך עקיבים ויעילים לפרמטרים של המשוואה המבנית רק שהמשוואה מזוהה בדיוק ולכן כדאי להשתמש בשיטה זאת רק במצב זה.
ב.שיטת אמידה בעזרת משתני עזר (IV)-   

שיטה זו מבוססת כזכור על הרעיון שדנו בו בפרק הקודם שלפיו אם קיים מתאם בין המשתנה המסביר, (במקרנו המחירשל המוצר 
[image: image42.wmf]t

P

) לבין ההפרעות האקראיות (של משוואות המבניות  
[image: image43.wmf]t
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) נשתמש במשתנה עזר אקסוגני שיהיה מתואם עם 
[image: image44.wmf]t
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 אך לא עם ההפרעות האקראיות הללו. המעומדים להיות משתנה עזר זה הם למעשה כל המשתנים אקסוגנים
במערכת המשוואות שלנו (או לחלופין משתנים אקסוגניים מחוץ למערכת). בפועל בכל משוואה ניקח כמשתני עזר רק את המשתנים האקסוגניים בשאר המשוואות, שכן אם ניקח אקסוגניים שכבר קיימים במשוואה תיוצר בעיה של מולטי-קולנאריות מלאה שלא תאפשר לאמוד את המשוואה. במקרנו עבור משוואת הביקוש משתנה העזר יהיה מחיר המוצר בתקופה קודמת
[image: image45.wmf]1
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 . 
משתנה זה הוא משתנה  אקסוגני שסביר שהוא מתואם עם המשתנה האנדוגני של מחיר המוצר הנוכחי 
[image: image46.wmf]t
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, אך מנגד אינו מתואם עם ההפרעה האקראית במשוואת הביקוש (שים לב שאין טעם לקחת כמשתנה עזר את ההכנסה 
[image: image47.wmf]t

Y

, שכן הוא מצוי כבר במשוואה והכללתו פעם נוספת תייצור בעיה של מולטי קולניאריות מלאה). במשוואת ההיצע משתנה העזר שניקח הוא משתנה ההכנסה האקסוגני, שאינו מתואם עם ההפרעה האקראית של הביקוש אך כן מתואם עם המשתנה האנדוגני של מחיר המוצר הנוכחי 
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 (שוב גם כאן אין לקחת כמשתנה עזר במשוואת היצע את 
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 שכן הוא מופיע כבר במשוואה והכללתו פעם נוספת תייצור בעיה של מולטי קולניאריות מלאה). באמידה באמצעות משתנה עזר מתקיים עבור משוואת הביקוש כי :  
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בטוי זה מחליף את הממשוואה הנורמלית 
[image: image51.wmf]0
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 , בנוסף יותרו שתי המשוואות הנורמליות הנותרות  
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 ואז ניתן לפתור ולמצוא אומדים למשוואת הביקוש. באופן דומה ניתן לפתור ולמצוא אומדים למשוואת ההיצע כאשר משתנה העזר הוא הכנסה  
[image: image54.wmf]t
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 . שים לב כי בשיטה זאת כמו גם בשיטת TSLS אנו אומדים בנפרד את משואת הביקוש וההיצע ולא ביחד כפי שהיה בשיטה הקודמת של ריבועים פחותים עקיפה. במקרנו יש משתנה עזר יחיד לכל משוואה ולכן נקבל אומד יחיד מוטה ,אך עקיב ויעיל לכל פרמטר מבני. תוצאה זאת אינה מפתיעה שכן המשוואות המבניות מזוהות במדויק. יתר על כן האומדים שנקבל בשיטת משתנה עזר, שהמשוואה מזוהה בדיוק, הם אותו אומדים שנקבל בשיטה של אמידה בריבועים פחותים ובאמידה ב-TSLS. במצב  שיש זיהוי בחסר לא נוכל לקבל אומדים בשיטת משתני העזר שכן גם אם נמצא משתנה עזר הוא מן הסתם יהיה משתנה אקסוגני שמופיע במשתנה ולכן תיוצר מולטי-קולינאריות מלאה ולא נוכל לאמוד כלל את המשוואה. אם יהיה זיהוי ביתר של המשוואה אזי יהיו לנו יותר ממשתנה עזר אחד לאמוד את המשוואה ואז נקבל יותר מערך יחד לכל פרמטר מבני, כאשר כל האומדנים יהיו עקיבים אך רק אחד מהם יהיה יעיל (האומד היעיל יהיה זהה לאומד שנקבל בשיטת TSLS). לסיכום בשיטת אמידה ע"י משתנה עזר(IV):
 משוואה מזוהה בחסר- לא קיים משתנה עזר(אקסוגניים), או שמשתני העזר היחידים הקיימים כבר נמצאים במשוואה , ושימוש בהם כמשתני עזר ייצור בעיה של מולטי קולנאריות מלאה.לפיכך לא נמצא אומדים לפרמטרים המבניים. 
משוואה מזוהה במדויק - קיים משתנה עזר אחד בלבד, שאינו מופיע במשוואה,ולכן קיים אומד אחד עקיב ויעיל לכל פרמטר במשוואה המבנית.
משוואה מזוהה ביתר- יש יותר ממשתנה עזר אחד, שאינו מופיע במשוואה, ולכן קיימים מספר אומדים שכולם מוטים אך עקיבים לכל פרמטר במשוואה המבנית,  ורק אחד מהם הוא יעיל והוא זה המתקבל מקובניציה לניארית של כלל משתני העזר במשוואה.
ג.שיטת אמידה שני שלבים (TSLS)-   
שיטה זאת כבר הוזכרה בפרק קודם. הרעיון כזכור בשיטת אמידה זאת דומה לשיטת משתנה העזר במובן שגם בשיטה זאת נחפש משתנה עזר שיהיה מתואם עם משתנה מסביר האנדוגני  (במקרנו המחירשל המוצר 
[image: image55.wmf]t
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) אך לא עם ההפרעות האקראיות (של משוואות המבניות  
[image: image56.wmf]t
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e

) אך הפעם נבצע את האמידה בשני שלבים:

שלב א': נאמוד מודל בריבועים פחותים שיקשור בין 
[image: image57.wmf]t
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 המשתנה האנדוגני המקרי כמשתנה תלוי לבין כלל המשתנים האקסוגנים במערכת. משוואה כזאת היא למעשה המשוואה המצומצמת שכבר מצאנו אותה קודם במקרנו:
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כעת נוכל למצוא את הערך הנאמד של מחיר המוצר
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 שהוא משתנה עזר בעצמו שכן הוא מתואם כמובן עם 
[image: image60.wmf]t
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 , אך לא מתואם עם ההפרעות האקראיות המבניות כי הוא פונקציה של משתנים אקסוגניים.
שלב ב': נאמוד כעת מודל דומה למודל מקורי בריבועים פחותים רק שהפעם נציב את
[image: image61.wmf]t

P

ˆ

 כמשתנה מסביר במקום
[image: image62.wmf]t
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  במשוואות המבניות של הביקוש וההיצע:
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הפעם בניגוד למצב במודל המקורי, נקבל אומדים מוטים אך עקיבים ויעילים, בדיוק כפי שקיבלנו בשיטות הקודמות של אמידה בעזרת משתנה עזר ובשיטת ריבועים פחותים עקיפה, וזאת כיוון ש-
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יצויין כי, גם אם המשוואה מזוהה ביתר נקבל אומדים מוטים, אך עקיבים ויעילים לפרמטרים של המשוואות המבניות. מנגד אם המשוואה מזוהה בחסר לא נוכל לקבל אומדים לפרמטרים מבניים.
לסיכום בשיטת אמידה בשני שלבים (TSLS):
 משוואה מזוהה בחסר- לא קיים משתנים אקסוגניים במערכת ולכן אין משתנים מסבירים בצורה מצומצמת, או שכל המשתנים האקסוגניים בצורה המצומצמת כבר קיימים במשוואה המקורית המבנית, ושימוש בהם ברגרסית עזר ליצירת אומד 
[image: image65.wmf]t
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ˆ

 כמשתנה מסביר במקום
[image: image66.wmf]t
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  ייצור בעיה של מולטי קולנאריות מלאה. לפיכך לא נמצא אומדים לפרמטרים המבניים. 
משוואה מזוהה במדויק וביתר  - בכל מצב נחליף את
[image: image67.wmf]t
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ב- 
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 שנאמד במשוואה מצומצמת ונקבל כי  קיים אומד אחד עקיב ויעיל לכל פרמטר במשוואה המבנית.
לסיכום כלל שלוש השיטות:
1. כשיש זיהוי מדוייק במשוואה: 
[image: image69.wmf]ILS
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2. כשיש זיהוי יתר במשוואה: 
[image: image70.wmf])
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. שיווין זה נכון רק שמשתנה העזר בשיטת (IV) הוא 
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 , ועבור משתני עזר אחרים שאינם
[image: image72.wmf]t
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 האומדים לא שווים ורק האומד בשיטת TSLS הוא עקיב ויעיל.

3. שיש משוואה שמזוהה בחסר באף שיטה לא נמצא פתרון למציאת אומדים לפרמטרים מבניים.

6.4:  משוואות רקורסיביות
ישנו מקרה אחד בו אמידה של מערכת משוואות בריבועים פחותים דווקא תניב אומדים עקיבים.

דוגמא:
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הרעיון הוא שבאחת המשוואות המבניות (במקרנו במשוואת ההיצע) לא יופיע משתנה אנדוגני נוסף (כגון: המחיר
[image: image74.wmf]t

P

) בצד ימין,ובמשוואה קיים רק משתנה אנדוני הכמות כמשתנה תלוי בהיצע. משוואה היצע זאת ניתן לאמוד בריבועים פחותים כרגיל ולקבל אומדי BLUE. בשלב הבא אם נבחן את המשוואה האחרת (במקרנו משוואת הביקוש) נראה שבה יש שני משתנים אנדוגניים (כמות ומחיר המוצר), אולם המשתנה האנדוגני המסביר במשוואת הביקוש (הכמות 
[image: image75.wmf]t
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) הוא משתנה מקרי שאינו מתואם עם הפרעה האקראית 
[image: image76.wmf]t

u

במשוואה שכן 
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. משמע ניתן לאמוד גם את משוואת הביקוש בריבועים פחותים ולקבל אומדים מוטים, אך עקיבים ויעילים. מבחינה האינטואיציה הכלכלית אנחנו מתארים בדוגמא שלנו מצב בו עקומת ההיצע היא קשיחה לחלוטין (לא תלויה בכמות המוצר) ואילו עקומת ביקוש היא כרגיל יורדת משמאל לימין וכעת כל זעזוע בביקוש שיביא לתזוזה של עקומת הביקוש ישנה אומנם את המחיר אך לא את כמות המוצר ואין היזון חוזר בין העקומות. באופן דומה נקבל תוצאות דומות אם משוואת ההיצע כללה רק את המחיר המוצר בצד שמאל וכל המשתנים בצד ימין היו אקסוגניים באופן הבא:


[image: image78.wmf]demand

         

supply

      

3

2

1

1

2

1

t

t

t

t

t

t

t

u

Y

P

Q

P

P

+

+

+

=

+

+

=

-

b

b

b

e

a

a


גם הפעם את משוואת היצע ניתן לאמוד ביבועים פחותים ולקבל אומדי BLUE. בשלב הבא אם נבחן את משוואת הביקוש נראה שבה יש שני משתנים אנדוגניים (כמות ומחיר המוצר), אולם המשתנה האנדוגני המסביר במשוואת הביקוש (המחיר 
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) הוא משתנה מקרי שאינו מתואם עם הפרעה האקראית 
[image: image80.wmf]t

u

במשוואה שכן 
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. משמע ניתן לאמוד גם את משוואת הביקוש בריבועים פחותים ולקבל אומדים מוטים, אך עקיבים ויעילים. במקרה זה שימו לב כי עקומת ההיצע הינה גמישה לחלוטין (לא תלויה במחירהמוצר), ואילו עקומת הביקוש היא רגילה.
סיכום פרק 6:
· במערכת משוואות סימולטניות מופיע בכל משוואה יותר ממשתנה מקרי (אנדוגני) אחד, כאשר המשתנים המקריים השונים במערכת המשוואות נקבעים בו זמנית.המערכת מאופינות לפיכך בשני אלמנטים מרכזיים: 1) המודל מורכב מיותר ממשואה אחת בודדת. 2) אחד המשתנים המסבירים (משתנה מקרי, אנדוגני) או יותר בכל משוואה מתואם עם ההפרעה המקרית של אותה משוואה.
· אמידת ריבועים פחותים רגילה במודל הסימולטני תביא לקבלת אומדים מוטים לא עקיבים ולא יעילים בכל משוואה.  
· כלל הזיהוי בכל משוואה מבנית-
אם-K שווה למספר המשתנים האקסוגניים במערכת המשוואות המבניות כולה למעט אלו של המשוואה הנבדקת, ו-G שווה למספר המשתנים האנדוגניים במשוואה הנבדקת אזי:

K < G-1משוואה מזוהה בחסר.

K = G-1משוואה מזוהה בדיוק.

K > G-1משוואה מזוהה ביתר/

· אמידה בשיטת הרבועים הפחותים הלא ישירה- Indirect Least Squares-

שיטה זה מבוססות על אמידת המשוואות של המודל בצורה המצומצמת שבהן  המשתנים האנדוגנים יופיעו כמשתנים תלויים וכפונקציה של המשתנים האקסוגניים בלבד שמצויים במערכת וכן של הפרעות האקראיות . בשלב השני מנסים לחץ את הפרמטרים של המשוואות המבניות מתוך האומדים שקיבלנו למקדמי המשוואות  בצורה המצומצמת .

בשיטת ריבועים פחותים עקיפה:
 משוואה מזוהה בחסר- לא ניתן לחלץ את הפרמטרים המבניים מתוך הפרמטרים של הצורה המצומצמת. 
משוואה מזוהה במדויק - ניתן לחלץ באופן יחיד, את הפרמטרים המבניים מתוך הפרמטרים של הצורה המצומצמת . קיים אומד אחד עקיב ויעיל לכל פרמטר במשוואה המבנית.
משוואה מזוהה ביתר- יש יותר מדרך אחת לחלץ את הפרמטרים המבניים מתוך הפרמטרים של בצורה המצומצמת . קיימים מספר אומדים עקיבים לכל פרמטר במשוואה המבנית, אך אף אחד מהם לא יעיל.
מסקנה: בשיטת ריבועים פחותים עקיפה נקבל אומדים מוטים אך עקיבים ויעילים לפרמטרים של המשוואה המבנית רק שהמשוואה מזוהה בדיוק ולכן כדאי להשתמש בשיטה זאת רק במצב זה.
·   שיטת אמידה בעזרת משתני עזר (IV)-   

שיטה זו מבוססת כזכור על הרעיון שדנו בו בפרק הקודם שלפיו אם קיים מתאם בין המשתנה המסביר לבין ההפרעות האקראיות של משוואות המבניות  נשתמש במשתנה עזר אקסוגני שיהיה מתואם עם המשתנה המסביר המקורי האנדוגני  אך לא עם ההפרעות האקראיות הללו. בכל משוואה ניקח כמשתני עזר רק את המשתנים האקסוגניים בשאר המשוואות.

בשיטת אמידה ע"י משתנה עזר(IV):
 משוואה מזוהה בחסר- לא קיים משתנה עזר(אקסוגניים), או שמשתני העזר היחידים הקיימים כבר נמצאים במשוואה , ושימוש בהם כמשתני עזר ייצור בעיה של מולטי קולנאריות מלאה.לפיכך לא נמצא אומדים לפרמטרים המבניים. 
משוואה מזוהה במדויק - קיים משתנה עזר אחד בלבד, שאינו מופיע במשוואה,ולכן קיים אומד אחד עקיב ויעיל לכל פרמטר במשוואה המבנית.
משוואה מזוהה ביתר- יש יותר ממשתנה עזר אחד, שאינו מופיע במשוואה, ולכן קיימים מספר אומדים שכולם מוטים אך עקיבים לכל פרמטר במשוואה המבנית,  ורק אחד מהם הוא יעיל והוא זה המתקבל מקובניציה לניארית של כלל משתני העזר במשוואה.
· שיטת אמידה שני שלבים (TSLS)-   
נבצע את האמידה בשני שלבים:

שלב א': נאמוד מודל בריבועים פחותים שיקשור בין  המשתנה האנדוגני המקרי כמשתנה תלוי לבין כלל המשתנים האקסוגנים במערכת. משוואה כזאת היא למעשה המשוואה המצומצמת שכבר מצאנו אותה קודם. הערך הנאמד המשתנה התלוי במשוואה אחרונה זאת הוא משתנה 
שאינו מתואם עם ההפרעות האקראיות המבניות כי הוא פונקציה של משתנים אקסוגניים.
שלב ב': נאמוד כעת מודל דומה למודל מקורי בריבועים פחותים רק שהפעם נציב את הערך הנאמד של המשתנה התלוי שמצאנו ברגרסיה בשלב הראשון כמשתנה מסביר במקום המשתנה האנדוגני המקורי  במשוואות המבניות של הביקוש וההיצע:

בשיטת אמידה בשני שלבים (TSLS):
 משוואה מזוהה בחסר- לא קיים משתנים אקסוגניים במערכת ולכן אין משתנים מסבירים בצורה מצומצמת, או שכל המשתנים האקסוגניים בצורה המצומצמת כבר קיימים במשוואה המקורית המבנית, ושימוש בהם ברגרסית עזר ליצירת אומד 
[image: image82.wmf]t
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 כמשתנה מסביר במקום
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  ייצור בעיה של מולטי קולנאריות מלאה. לפיכך לא נמצא אומדים לפרמטרים המבניים. 
משוואה מזוהה במדויק וביתר  - בכל מצב נחליף את
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 שנאמד במשוואה מצומצמת ונקבל כי  קיים אומד אחד עקיב ויעיל לכל פרמטר במשוואה המבנית.
·  לסיכום כלל שלוש השיטות:

1. כשיש זיהוי מדוייק במשוואה: 
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2. כשיש זיהוי יתר במשוואה: 
[image: image87.wmf])

(

ˆ

ˆ

P

IV

TSLS

)

b

b

=

. שיווין זה נכון רק שמשתנה העזר בשיטת (IV) הוא 
[image: image88.wmf]t

P

ˆ

 , ועבור משתני עזר אחרים שאינם
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 האומדים לא שווים ורק האומד בשיטת TSLS הוא עקיב ויעיל.

3. שיש משוואה שמזוהה בחסר באף שיטה לא נמצא פתרון למציאת אומדים לפרמטרים מבניים.
·   אם במערכת של שתי משוואות סמולטניות מבניות למשל לא יופיע משתנה אנדוגני בצד ימין, באחת המשוואות ובה יהיה  קיים רק משתנה אנדוני אחד כמשתנה תלוי, אז נומר כי לפנינו מצב של משוואות רקורסיביות. במצב כזה אמידה של מערכת משוואות בריבועים פחותים דווקא תניב אומדים עקיבים.
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