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  2008, מבוא לאקונומטריקה, יוסי יכין

  אמידה בשיטת הריבועים הפחותים :5פרק 

  פתיחה .5.1

  אומדיםתאילמצ שהוצג בפרק הקודם פחותיםקריטריון הריבועים המשתמש בפרק זה 

iii מודלב ,β-  וα, הלא ידועיםלפרמטרים  XY εβα ריבועים שיטת האמידה נקראת . =++

והאומדים המתקבלים ממנה נקראים , )OLS – Ordinary Least Squares(פחותים רגילים 

   ).LSE – Least Squares Estimators(פחותים אומדי ריבועים 

 באמצעות פתרון בעית מינימיזציה לסכום ריבועי השגיאות ם האומדיבפיתוחמתחיל הפרק 

 ,מינימיזציה הנגזרים מבעית המשמעותם של תנאי סדר ראשוןב דוןנ לאחר מכן ,הנאמדות

 אולם לפני שנפתח יש להציג סימון מקובל . האומדיםדרכים אלטרנטיביות לכתיבתג יצנולבסוף 

  .לכתיבה מקוצרת אשר יקל על כתיבת נוסחאות בהמשך

  

XXxלמשל כך , ו מרחק של משתנה מערכו הממוצע במדגםיצגאותיות קטנות י :ימוןס ii −≡.  

  

  ועים פחותיםפיתוח אומדי ריב .5.2

iii המודל בהינתן XY εβα  אשר מביאים למינימום את סכום β̂- וα̂ אנו מחפשים את =++

∑, ריבועי הסטיות הנאמדות =

N

i ie1
iiiכאשר , 2 XYe βα ˆˆ  . הוא מספר התצפיותN- ו≡−−

  :תוב את בעית האמידה כךפורמאלית ניתן לכ

∑ =
−−

N

i ii XYMin
1

2
ˆ,ˆ

)ˆˆ( βα
βα

  

כל שנשאר לעשות הוא לגזור את הביטוי אותו . הבעיה הפכה לטכנית במהותה, תחת הצגה זו

להשוות את הנגזרות , β̂-  וα̂לפי ) סכום ריבועי הסטיות הנאמדות(ברצוננו להביא למינימום 

נצטרך , כמו כן). β̂-  וα̂( ולחלץ ממשוואות אלה את הנעלמים המבוקשים ,נות לאפסהראשו

  1.כלומר לבדוק אם תנאי סדר שני מתקיים, לוודא כי אכן מדובר בנקודת מינימום

  

  α̂, החותך. 5.2.1

  :קבלונ ,הנגזרת לאפסאת  השוונ, α̂לפי את סכום ריבועי השגיאות ר וגזנ

0)ˆˆ(2
ˆ
}{

=−−−=
∂
⋅∂ ∑ ii XY βα
α

  

  :פתיחת סימן הסכום מניבה ו2–- בת שני האגפיםחלוק

0ˆˆ =−− ∑∑ ii XNY βα  

                                                 
  . בסוף פרק זה4.1 בדיקת תנאי סדר שני מוצגת בנספח 1
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  : את אומד הריבועים הפחותים לחותךונקבל α̂  אתדדובכעת נ

XY βα ˆˆ −=  

  

  β̂, שיפועה. 5.2.2

  :ונקבל ,הנגזרת לאפסאת  השוונ, β̂לפי את סכום ריבועי השגיאות ר וגזנ

0)ˆˆ(2
ˆ
}{

=−−−=
∂
⋅∂ ∑ iii XXY βα
α

  

  :מניבה, α̂-  הביטוי שמצאנו לתצב וה2–-חלוקה ב

0)](ˆ)[(]ˆ)ˆ([ =−−−=−−− ∑∑ iiiiii XXXYYXXXYY βββ  

שהוצג נות לייצוג מרחק המשתנים מערכם הממוצע במדגם כפי אותיות קטכעת נשתמש ב

  : נכתובלכןו ,פרק זה תיחתפב

0)ˆ( =−∑ iii Xxy β  

  :פתיחת הסוגריים וסימן הסכום מניבות

0ˆˆ 2 =−=− ∑∑∑∑ iiiiiii xyxXxXy ββ  

, לבסוף. כאשר במעבר מאותיות גדולות לקטנות השתמשנו בתוצאות שהוצגו בפרק המבוא

  :קבל את אומד הריבועים הפחותים לשיפוענ β̂מבידוד 

∑
∑= 2

i

ii

x
yx

β̂  

 באמצעות Y-  לX בין הנאמדבאמצעותם ניתן לתאר את הקשר , β- וα- קיבלנו אם כן אומדים ל

iiהמשוואה  XY βα ˆˆˆ הקו . Y נוכל להעריך את ערכו של Xבהינתן ערך כלשהו של , כלומר. =+

ii המשוואה מצעותבאהמתואר  XY βα ˆˆˆ אינו יש להדגיש כי קו הרגרסיה  .קו הרגרסיהקרא נ =+

אומדן מהווה הוא  אלא,  כפי שהוא מתרחש במציאותן המשתניםביאת הקשר מדויק מתאר ב

  .ל"הנבלבד לקשר 

אם תהליך האמידה אינו מניב את הקשר האמיתי בין המשתנים במה הוא , מכאן עולה השאלה

נראה כי אומדי ריבועים פחותים אנו , התשובה טמונה בתכונות האומדים? רם להבנת קשר זהתו

במידה וההנחות הקלאסיות  (3אכן מקיימים את כל אותן תכונות רצויות אותן מנינו בפרק 

אם נווכח כי האומדים חסרי הטיה נוכל להסיק כי אמנם באמידה בודדת , כך למשל). מתקיימות

אין באמידה טעות סיסטמטית המביאה אך , Y- לXבין  ים בתיאור הקשרדייקסביר כי איננו מ

אך לפני כן נחזור , הדיון בתכונות האומדים יעשה בפרק הבא. ל"הנקשר ה להטיה כלשהי בתיאור

  . שהתקבלו במהלך האמידההראשוןסדר הונתעכב על תנאי 
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  המשוואות הנורמליות: תנאי סדר ראשון .5.3

)ˆˆ(0קיבלנו  והשוואת הנגזרת לאפס α̂פי מגזירה לנשים לב ש =−−∑ ii XY βα . הביטוי

  :לכןו, ieבסוגריים הוא 

0=∑ ie  

  .המשוואה הנורמלית הראשונהמשוואה זו נקראת 

ת שגיאוכי סכום הבשלב ראשון רצינו , כאשר חיפשנו קריטריון לאמידה, 4כזכור בפרק 

בחינת המשוואה הנורמלית הראשונה מעלה כי שימוש בקריטריון הריבועים . הנאמדות יהיה אפס

. היא מתקבלת כתוצר לוואי של האמידה ,למרות שלא דרשנו אותה תוצאה זו אכן מניבהפחותים 

כאן שרק קיומו של חותך במודל מו, α̂, משוואה זו נובעת מהנגזרת לפי החותךיש לשים לב כי 

ראינו כי כל קו המקיים בפרק הקודם , כמו כן. ת הנאמדות יהיה אפסשגיאוכי סכום המבטיח 

0=∑ ie עובר דרך נקודת הממוצעים ),( YX מכאן שגם אומדי ריבועים פחותים מניבים קו ו

  2.העובר דרך נקודה זו

יש להעיר ביחס למשוואה הנורמלית הראשונה היא הדמיון הרב בינה ובין נקודה נוספת ש

) ,ההנחה הקלאסית כי תוחלת ההפרעה המקרית הוא אפס ) 0=∀ iEi ε . אם נחלק את שני

כלומר ממוצע ההפרעות הנאמדות , e=0 הרי שנקבל N-אגפי המשוואה הנורמלית הראשונה ב

האומד "הדמיון בין ההנחה הקלאסית למשוואה הנורמלית נובע מכך כי .  אפס הואבמדגם

 ניתן לתרגם את :אה זו מרמזת על שיטת אמידה נוספתתוצ. לתוחלת הוא הממוצע" הטבעי

טת  שיטת אמידה זו נקראת שי.ההנחות הקלאסיות למשוואות אשר מהן נחלץ את האומדים

  .אך אנו לא נתמקד בה, המומנטים

קיבלנו  והשוואת הנגזרת לאפס β̂מגזירה לפי  .β̂- לר לדיון בתנאי סדר ראשון ביחס כעת נעבו

0)ˆˆ( =−−∑ iii XXY βα .הביטוי בסוגריים הוא ei ,לכןו:  

0=∑ ii Xe  

 את אחת ההנחות גם משוואה זו מזכירה .המשוואה הנורמלית השניהמשוואה זו נקראת 

 ,הנחה כי ההפרעה המקרית אינה מתואמת עם המשתנה המסבירזוהי ה הפעם ,הקלאסיות

( ) 0,, =∀ ji XCovji ε , לפחות עבורX -ים ו -ε - ים הבאים מאותה תצפית)i=j(. נשים לב 

),()( :הרי שתוחלת ההפרעה המקרית היא אפס שמכיוון ש iiii XEXCov ⋅= εε ;אם כעת 

שונות המשותפת בין ה הרי שנקבל כי אומדן N- אגפי המשוואה הנורמלית השניה בנחלק את שני

Xל -εהדמיון בין ההנחה הקלאסית למשוואה הנורמלית נובע מכך כי , שוב.  במדגם הוא אפס

פחותים זהה הריבועים הבמקרה זה אומד גם מכאן ש. לתוחלת הוא הממוצע" האומד הטבעי"

בין באוכלוסיה שונות המשותפת בדבר הנחה האת הלאומד שיטת המומנטים המתרגמת 

  .לזו המתקבלת במדגם ההפרעות המקריות למשתנה המסביר

                                                 
∑=0 כל קו העובר דרך נקודת הממוצעים מקיים :ך את הקשר ההפוראינו ה4למעשה בפרק  2 ie , אך בכדי להוכיח

את הכיוון ההפוך כל שיש לעשות הוא להתחיל מכך שסכום ההפרעות הנאמדות הוא אפס ולבצע את אותן פעולות 
  .בסדר הפוך
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 . של אומדי הריבועים הפחותים"יפות"שתי המשוואות הנורמליות מצביעות על תכונות 

 שתי תכונות מאלה שהנחנו לגבי במדגםמשוואות אלה מבטיחות כי ההפרעות הנאמדות יקיימו 

 במפורש במהלך ן אותנו דרשאף על פי שלאוזאת , באוכלוסיההפרעה המקרית התנהגות ה

קשה עלינו לבדוק האם מ  במדגםהדווקא קיומן של תכונות אלשים לב כי  יש ל,עם זאת. האמידה

שכן קיום התכונות במדגם מובטח בין אם ההנחות נכונות או ,  מתקיימות במציאותההנחות אכן

  .שגויות

  

  ים לאומדי ריבועים פחותיםרנטיבאלטביטויים  .5.4

תחילה נציג את האומדים . β̂- וα̂, בחלק זה נציג שני ביטויים נוספים לכל אחד מהאומדים

 יםפרמטרכפונקציה של ה האומדים ו יוצגלאחר מכןו, ים במדגם-Y-כפונקציה לינארית של ה

 ים הבאיםביטויים אלה יוכחו כנוחים לעבודה בפרק .י כלשהומקראיבר בתוספת  יםהאמיתי

  .לכן כדאי להתעכב כעת ולפתחם, כאשר ניגש לחקירת תכונות האומדים

  

  אומדים לינארים. 5.4.1

. β̂, נתחיל מהאומד לשיפוע. ים במדגם-Y- נציג את האומדים כפונקציה לינארית של הכעת

YYyכזכור  ii   : ונקבלβ̂נו עבור מצאש בביטוי yiנציב את , =−
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∑הביטוי  ix לכןו, )סכום סטיות מהממוצע( שווה לאפס:  
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  :או בכתיב מקוצר
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i Y
x
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β 2
ˆ  

כאשר כל , ים במדגם-Y-האומד לשיפוע הוא קומבינציה לינארית של הבהצגה זו ניתן לראות כי 

iYמוכפל בקומבינציה של ה -X-ים ,∑ 2
ii xx ,אשר על פי הנחותינו אינם משתנים מקריים.  

 ומאמידה בריבועים פחותים קיבלנ. ים-Y-נעבור כעת להצגת החותך כקומבינציה לינארית של ה

XβYα ˆˆ   : לקבלתY- הנוסחה ל שמצאנו זה עתה ואתβ̂- הביטוי לנציב את. =−
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 את הביטוי  נקבל, כגורם משותףYi והוצאתכינוס שני הביטויים תחת סימן סכימה אחד מ, כעת

  :המבוקש

∑ ∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ⋅
−= i

i

i Y
x
xX

N 2

1α̂  

  .ים במדגם-Y-כלומר שגם החותך הוא קומבינציה לינארית של ה

 של כסכום משוקללכי גם את החותך וגם את השיפוע ניתן להציג ,  הראינו אם כן:סיכום ביניים

באופן , )ים במדגם- X-מה(ם גורמים שאינם מקרייכאשר המשקולות מורכבים מ, ים במדגם-Y-ה

  :הבא
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  פירוק האומדים למרכיב קבוע וסטוכסטי. 5.4.2

 למרכיב ו,הפרמטר הנאמדשיבוטא באמצעות  ,קבוע נעבור כעת לפירוק האומדים למרכיב

  נשתמש במשוואת המודלכךלצורך . ההפרעות המקריותמ סטוכסטי המושפע

iii XY εβα ++=.  

  :יכראינו . 5.4.1בסעיף מהפיתוח . נתחיל בשיפוע
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  :ונקבל, Yi=α+βXi+εi  נציב את משוואת המודלYiבמקום 
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∑=0: כי )1מפרק ( יםעדויאנו  ix ,∑∑ = 2
iii xXx ,לכןו:  
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סטוכסטי ואיבר נוסף ) β(הפרמטר הנאמד ,  לשני מרכיביםβ̂הצלחנו אם כן לפרק את שמכאן 

  .ים- X-הממההפרעות המקריות והמורכב 

 כפי ים-Y- כקומבינציה לינארית של הα̂נתחיל מהצגתו של . פירוק החותך יעשה בדרך דומה

  :תקבלל Yi=α+βXi+εi  נציב את משוואת המודלYiבמקום , .5.4.1סעיף בשמצאנו 
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  :לשלושה איבריםאת הביטוי נפרק 

∑ ∑∑ ∑∑ ∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ⋅
−+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ⋅
−+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ⋅
−= i

i

i
i

i

i

i

i

x
xX

N
X

x
xX

Nx
xX

N
εβαα 222

111ˆ  

  : ביטויים הראשוניםנפעיל את סימן הסכום על שני ה
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סטוכסטי ואיבר נוסף ) α(הפרמטר הנאמד ,  לשני מרכיביםα̂את גם הצלחנו אם כן לפרק שמכאן 

  .ים- X-הממההפרעות המקריות והמורכב 

הפרמטרים  כסכום של  כי גם את החותך וגם את השיפוע ניתן להציג הראינו:סיכום ביניים

  :באופן הבא ,ואיבר סטוכסטיהנאמדים 
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  :5סיכום פרק 

 : נתון על ידילחותךריבועים פחותים אומד  •

XβYα ˆˆ −=  

 : נתון על ידישיפועלריבועים פחותים אומד  •

∑
∑= 2

ˆ
i

ii

x
yx

β  

 : המשוואהבאמצעותהקו הנאמד נקרא קו הרגרסיה והוא מתואר  •

ii XY βα ˆˆˆ +=  

∑=0הראשונה , מאמידת ריבועים פחותים מתקבלות המשוואות הנורמליות • ie,השניה  ו

0=∑ ii Xe.  

 ההמשווא, באוכלוסיה תוחלת אפס של ההפרעה המקריתת בדבר  הקלאסיההנחלבדומה  •

זו תכונה .  הוא אפסבמדגם הנאמדותע ההפרעות ממוצ מראה כינה הראשות הנורמלי

תקפותה מותנת בקיומו של חותך ה במפורש במהלך האמידה ותואמתקבלת מבלי לכפות 

 .במודל הנאמד

, באוכלוסיהים - X-חוסר מתאם בין ההפרעות המקריות לבדבר הקלאסית חה נלהבדומה  •

ים הוא - X-בין ההפרעות הנאמדות והבמדגם המתאם ה הנורמלית השניה מראה כי משוואה

  .ה במפורש במהלך האמידהתואזו מתקבלת מבלי לכפות תכונה  .אפס

 :י המשוואות"האומד לחותך הוצג גם ע •
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  שניתנאי סדר . 4.1נספח 

ות שגיאבכדי למצוא את אומדי הריבועים הפחותים הבאנו למינימום את סכום ריבועי ה

∑לשם כך גזרנו את הביטוי . הנאמדות 2
ieאך לא בדקנו ,  והשוונו את הנגזרות הראשונות לאפס

בנספח זה נראה כי תנאי סדר שני . האם תנאי סדר ראשון אכן מביאים אותנו למינימום

  .כלומר האומדים שמצאנו אכן מביאים את סכום ריבועי הסטיות הנאמדות לאפס, מתקיימים

  

 היא נקודת מינימום אם (x0,y0)דה הנקו, f(x,y)  עבור פונקציה כלשהי בשני משתנים:תזכורת

  :התנאים הבאיםשני מתקיימים 

  :כלומר, חיוביותהן  (x0,y0)נקודה בערכי הנגזרות השניות  .1
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  ):ולא אוכף למשל(וכן תנאי נוסף המבטיח כי אכן מדובר בנקודת קיצון  .2
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∑ א היהמטרה ת פונקציבמקרה שלנו 2
ie , אותה לפי וגזרנוα̂ו  -β̂ .התנאים אותם יש , לכן

  :לבדוק הם
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  :וכן
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  .כאשר הנגזרות מוערכות בנקודת האומדים שמצאנו

  : קיבלנוα̂מגזירה לפי , כזכור

 
{} ∑ −−−=
∂
⋅∂ )ˆˆ(2
ˆ ii XY βα
α

  

  :נגזור פעם שניה

 
{} 02)1(2
ˆ 2

2

>=−−=
∂

⋅∂ ∑ N
α

  

  ).ובפרט בנקודת האומדים(ביטוי זה חיובי תמיד 

  : קיבלנוβ̂מגזירה לפי 

 
{} ∑ −−−=
∂
⋅∂

iii XXY )ˆˆ(2ˆ βα
β
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  :נגזור פעם שניה

 
{} 02)(2ˆ
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⋅∂ ∑ ∑ ii XX
β

  

  . מתקיים1מכאן שתנאי מספר  ).ובפרט בנקודת האומדים(גם ביטוי זה חיובי תמיד 

∑ נחשב תחילה את הנגזרת הצולבת של 2לבדיקת תנאי מספר  2
ie. את הנגזרת ניקח לצורך כך 

 ולקבל β̂את הנגזרת הראשונה לפי  α̂לפי ניתן גם לגזור  (β̂ לפי ונגזור אותה α̂הראשונה לפי 

  ): בדיוקאותה תוצאה
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 בביטוי שקיבלנו עבור 1חישבנו עבור תנאי מספר כעת נציב תוצאה זו ואת הנגזרות השניות ש

  :ונקבל, 2תנאי 
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∑-ם שווה לכעת נשים לב כי הביטוי בסוגריי 2
ix,3ולכן :  
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  .אכן מוצאים נקודת מינימום, β̂-ו α̂, והאומדים שמצאנו,  מתקיים2ומכאן שגם תנאי 

                                                 
 .1תוצאה זו הוצגה בפרק   3


