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  2008, מבוא לאקונומטריקה, יוסי יכין

  ההנחות הקלאסיות וקריטריונים לאמידה :4פרק 

  פתיחה .4.1

 והעוסקות בהתנהגותה של ההפרעה המקרית ובניסוח" ההנחות הקלאסיות"בפרק זה יוצגו 

אלא , חשוב להדגיש כי הנחות אלה אינן דרושות לצורך האמידה עצמה.  של המודלפורמאליה

 נחזור לדון בבעיה הצגת ההנחותלאחר .  לצורך בחינת תכונות האומדיםיהאחרנעזר בהן רק ל

לצורך המחשה  ?כיצד יש לאמוד את הפרמטרים הלא ידועיםשל תצפיות מדגם  בהינתן :המקורית

של בעית האמידה העומדת לפנינו נזכור כי הפרמטרים שברצונינו לאמוד מגדירים קו לינארי 

בעית . באותו מישור באמצעות דיאגרמת הפיזור" כענן תצפיות"ג מוצואילו המדגם  X-Yבמישור 

בדרך הטובה יצד להעביר את הקו הטוב ביותר דרך ענן התצפיות כך שיציג כ, אם כן, האמידה היא

  . את קשר בין המשתנים במדגםביותר

  

  ההנחות הקלאסיות .4.2

  נכונות המודל: 1הנחה . 4.2.1

iiiהמודל : הנחה XY εβα   .Y מתאר נכונה את התנהגות המשתנה =++

 המשפיעים באופן X-אין גורמים נוספים פרט ל, בפרט. הנחה זו גורסת כי ברשותינו המודל הנכון

היא נובעת מגורמים כמובן שקיימת גם השפעתה של ההפרעה המקרית אך , Yסיסטמתי על 

הנחה זו . היא לינארית Y על Xהשפעתו של , בנוסף. עקביבאופן  לאתרםאקראיים שלא ניתן 

  .נכונה של המודל היא לינארית וידועה לנו במלואה ההספציפיקציה גורסת כי

  

   להפרעה המקריתתוחלת אפס: 2הנחה . 4.2.2

): הנחה ) 0=∀ iEi ε.1  

)אם לדוגמא נניח כי . הנחה זו נועדה לצורכי נוחות בלבד ) 0≠= µε iE , הרי שנוכל להציג את

iiי המשוואה "ההפרעה המקרית ע v+= µε , כאשרivבמצב זה נוכל להציג .  הוא גורם מקרי

iii: את המודל כך vXY +++= βµα , כאשר הפעםiv תוחלתה אפסשהפרעה מקרית  הוא, 

µεשכן  −= iiv ולכן ( ) ( ) 0=−=−= µµµε ii EvE .ערכו של כלומר  ,החותך, במודל החדש

Y 0 כאשר=X,הביטוי ל ידי מיוצג ע µα  µ- וαבמודל זה אמנם לא נוכל לאמוד את , +

היא שכעת קיבלנו מודל חדש עם ינו לעיניינ אך הנקודה החשובה 2,בנפרד אלא רק את סכומם

  . בעלת תוחלת אפס כפי שהנחנו,iv ,הפרעה מקרית

  

                                                 
ni כלומר , משמעותה לכל התצפיות∀iלכן הכתיבה , "לכל" משמעותו ∀ הסימן 1 ,...,3,2,1=.  
  .כאשר נדון במולטיקולינאריות,  את הסיבה לכך נראה בהמשך2
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  שונות קבועה: 3הנחה . 4.2.3

): הנחה ) 2σε =∀ iVari, ∞<2σ.  

דת משמעות ההנחה היא שמי. ת כי לכל ההפרעות המקריות במדגם אותה שונותשורדהנחה זו 

ומכאן שבתהליך האמידה אין סיבה לתת משקל , הדיוק של התצפיות השונות בתיאור המודל זהה

היינו יודעים כי עבור תצפיות מסויימות , אם לדוגמא. יתר לתצפיות מסויימות על פני אחרות

הרי שהיינו רוצים שתצפיות אלה  ,לעומת תצפיות אחרותשונות הההפרעה המקרית גדולה יותר 

פחות מדוייקות בתיאור החלק הסיסטמטי של בתהליך האמידה שכן הן פחת קל מוקבלו משי

  . אותו אנו אומדיםהמודל

  

  חוסר מתאם בין ההפרעות המקריות: 4הנחה . 4.2.4

): הנחה ) 0, =≠∀ jiCovji εε.  

הפרעה המקרית של כלומר שב, ההפרעות המקריות מהתצפיות השונות אינן מתואמות זו עם זו

ji עבור ,jε , ההפרעה המקרית בתצפית אחרת מידע התורם להערכת אין,i ,iεתצפית  שים נ. ≠

jiלב כי עבור  )קבל נ = ) ( )iii VarCov εεε ) 3וכפי שראינו בהנחה , ,= ) 2σε =iVar.  

  

  חוסר מתאם בין ההפרעות המקריות והמשתנים המסבירים: 5 הנחה. 4.2.5

): הנחה ) 0,, =∀ ji XCovji ε.  

יש לשים לב לאינדקסים של .  המסבירהמשתנה עם מתאו מתנהאיההפרעה המקרית  ,כלומר

 ובין ε הנחה זו גורסת כי לא רק שאין מתאם בו זמני בין ;ההפרעה המקרית והמשתנה המסביר

X ,ההפרעה בכל תצפית נתונה איננה מתואמת עם אף משתנה מסביר בכל , אלא אף יותר מכך

  .התצפיות האחרות

  

  הנחות נוספות .4.3

אכן יקיימו את אותן תכונות בהמשך האומדים שנקבל  ההנחות אשר הוצגו עד כהבהתקיים 

הנחות אשר אינן נכללות נהוג להניח עוד שתי , יחד עם זאת. רצויות אשר מנינו בפרק הקודם

  .לאחר האמידהש על הניתוח הטיפול באומדים ועלהנחות אלה מקלות . בהנחות הקלאסיות

  

  נורמליות: Iהנחה . 4.3.1

Ni: הנחה ~ε.  

)  נקבל3-  ו2אם נצרף לכך את הנחות . ההפרעה המקרית מתפלגת נורמלית, כלומר )2,0~ σε Ni .

במידה (ומדים שנקבל כיוון שהתפלגות זו תועבר לאמת את התפלגות ההפרעה המקרית חשוב לדע

הנחה זו . ללא הנחת ההתפלגות לא נוכל לבצע מבחני השערות על האומדים).  לינאריםוהם אכן

ניתן לחשב את ההתפלגות  במדגמים גדולים ;ובה כאשר יש בידינו מדגמים קטניםחש

 הנחה ספציפית על התפלגות ההפרעה המקרית אולם אנו לא האסימפטוטית של האומדים גם ללא

  .זר בהנחת הנורמליותניעלצורך הפשטות נעסוק בכך ו
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 iidהן משתנה מקרי המקריות מתקבל כי ההפרעות  2-4  הקלאסיותנחותהבשילוב עם ה, כמו כן

)Identical Independent Distributed( ,בלתי כלומר שכל ההפרעות באות מאותה התפלגות והן 

  .תלויות זו בזו

  

  המשתנים המסבירים: IIהנחה . 4.3.2

  .ים אינם משתנים מקריים- X-ה: הנחה

משמעות ההנחה היא כי לחוקר שליטה . תחילה יש להדגיש כי הנחה זו נועדה לצורכי נוחות בלבד

לפחות , מובן כי במציאות אין הדבר כך. בתצפיות השונות) X(מלאה על ערכי המשתנה המסביר 

, משתנה תלוי(על האינפלציה ) X, משתנה מסביר(באמידת השפעת הריבית , כך למשל.  בכלכלהלא

Y (אלא הוא צופה בהן לאחר התממשותן ללא , ת במדגםואין החוקר יכול לבחור את ערכי הריבי

המשתנה המסביר בדוגמא זו הוא משתנה מקרי עבור , כלומר. כל יכולת להשפיע על ערכיהן

  .החוקר

, י החוקר"קיימות דיסיפלינות בהן ערכי המשתנים המסבירים אכן נקבעים ע, אתיחד עם ז

אם נרצה לבדוק את השפעת כמות המים על , למשל. הדבר מתרחש בעיקר בניסויי מעבדה

על פי  חלקות שונות בכמויות מים שונות נוכל להשקות, התפוקה המתקבלת מגידול כלשהו

אנו שולטים בערכי , כלומר. על כמות המים בכל חלקה כך שאנו שולטים בצורה מלאה ,בחירתנו

  .ים אינם משתנים מקריים עבור החוקר אלא קבועים- X-ולכן בדוגמא זו ה, המשתנה המסביר

אך , ים הם משתנים מקריים- X-יש לציין כי תכונות האומדים שנקבל לא ישתנו גם אם נניח כי ה

  .עדה לצורכי נוחות החישובים בלבדהנחה זו נו, כלומר. הוכחת התכונות תהיה קשה יותר

  

  קריטריונים לאמידה .4.4

 נקבע כפונקציה ליניארית Yהמודל מניח כי המשתנה , בהתאם להנחה הקלאסית הראשונה, כזכור

א הבעיה העומדת בפנינו הי. X-Yולכן גראפית הוא ניתן לתיאור באמצעות קו ישר במישור  Xשל 

 ,המודל הנאמד לינארימכיוון ש. β ,ולשיפועו, α,  הקוחותךל" הטובים ביותר"אומדים הת בחיר

בחלק זה נבחן בצורה אינטואיטיבית .  כולוקוה בחירתכמוה כאלה   אומדיםבחירתהרי ש

 הנגזרים β̂- וα̂ובפרקים הבאים נמצא את האומדים , "הטוב ביותר"קריטריונים לבחירת הקו 

  .יון האמידה הנבחר ונבחן את תכונותיהםמקריטר

נקוט בגישה אינטואיטיבית באמצעות בחינה תחילה נ, אמידהקריטריון  מציאת לכעת ניגש

  . ננסח אותו בצורה פורמליתןכר מאחול ,גראפית של הקו הנבחר מול דיאגרמת הפיזור של המדגם

 השאלה העומדת בפנינו ,יםוק באיור מוצעים שני .4.1דיאגרמת הפיזור המוצגת באיור נבחן את 

 ?IIŶ או IŶ,  על בסיס המדגםY- לXבשלב זה היא לקבוע מי מהם מתאר טוב יותר את הקשר בין 

XYכאשר  βα ˆˆˆ  הוא הקו Ŷאו במילים אחרות , X בהינתן Y- הוא האומד לŶכלומר , =+

  .הנאמד
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  Y- לX בחירת קו לתיאור הקשר בין :4.1איור 

  
 הרי שככל IIŶ- שכן אם נשתמש ב, IIŶ על פני IŶ מובן כי נעדיף את הקו 4.1מהתבוננות באיור 

 נקבל כי ערכו הנאמד של X בהינתן ערך כלשהו של Yברוב המקרים אם ננסה להעריך את הנראה 

Yאמידת , כלומר.  נמוך מדיY באמצעות IIŶאם נשתמש ב.  מוטה כלפי מטה-IŶ כנראה 

 אך ערך נמוך מידי יתר על המידה ולעיתים נייחס לו Yלעיתים נעריך את ,  לא נטעהממוצעשב

  . הטעות הממוצעת תהיה קרובה לאפס

לשם כך נגדיר את השגיאה . לי לאינטואיציה שתוארה לעילאננסה לתת ביטוי פורמ, כעת

השגיאה הנאמדת היא ההפרש בין ערכו של המשתנה ). ie  אוiε̂- נהוג לסמנה ב(הנאמדת 

  :כלומר, iŶ, וערך אומדנו ,iY, המוסבר

iii YYe ˆ−≡  

ii כאשר XY βα ˆˆˆ לעומת , ie<0 מתקבל כי בכל התצפיות IIŶ קל לראות כי עבור 4.1באיור . =+

, יתרה מזאת.  הנאמדות חיובי וחלק אחר שלילישגיאות מתקבל כי חלק מהIŶזאת עבור הקו 

מכאן שנחפש אומדים אשר יתנו כי סכום . עם השליליות" יתקזזו"נרצה כי ההפרעות החיוביות 

  . ההפרעות הנאמדות יהיה אפס

  

0 כך שנקבל β̂- וα̂ נבחר את :קריטריון ראשון לאמידה
1

=∑ =

N

i ie  

  

 אשר יביאו את β̂-  וα̂היינו רוצים למצוא את אותם , בשלב זה בו יש בידינו קריטריון לאמידה

אם ננסה לעשות זאת נגלה כי קיימים אינסוף צירופים , אולם. ות הנאמדות לאפסשגיאסכום ה

  . מנסח את הדברים בצורה מדויקת יותר4.1משפט .  אשר מקיימים קריטריון זהβ̂- וα̂של 

  

),(כל קו העובר דרך נקודת הממוצעים : 4.1משפט  YX , כלומר כל קו המקייםXY βα ˆˆ +=, 

∑=0: רכלומ, מביא את סכום הסטיות הנאמדות לאפס ie.  

  

Y  

X  

IŶ 

IIŶ 
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XY: קו העובר דרך נקודת הממוצעים מקיים: הוכחה βα ˆˆ  N-נכפיל את שני האגפים ב. =+

  : לקבלתונעביר אגפים

0ˆˆ =−− ∑∑ ii XNY βα  

  :נכנס איברים תחת סימן סכימה אחד

0)ˆˆ( =−−∑ ii XY βα  

iiבהגדרה אך מכיוון ש XY βα ˆˆˆ iii וכן ,=+ YYe   :יםקבלאנו מ, ≡−ˆ

0=∑ ie  

■  

  

 היא שקריטריון זה איננו חד מספיק כיוון שקיימים אינסוף תוצאה זוהמסקנה העולה מ

יות שבקריטריון די לבחון בכדי להבין טוב יותר את הבעיית.  המקיימים אותוβ̂- וα̂צירופים של 

∑=0מקיימים אשר שניהם  המציג שני קווים שונים 4.2את איור  ie . נראה כי קל יהיה להגיע

המוצגים למרות ששני הקווים , Y- לX טוב יותר לתיאור הקשר בין IŶהקו באיור להסכמה כי 

  .וןמקיימים את קריטריון האמידה הראש

  

∑=0  שני קווים המקיימים:4.2איור  ie 

  
נחזור . ק קו אחדמהאמור לעיל עולה כי יש לשכלל את קריטריון האמידה שהוצע כך שיבחר ר

קל לראות כי . IIŶל  עדיף עIŶ מדוע הקו , ולנסח בצורה פורמלית, וננסה להבין4.2לעיין באיור 

 קטן יותר IŶאו במילים אחרות הפיזור של התצפיות לאורך , IŶ- התצפיות קרובות יותר ל

∑=0אמנם שני הקווים מקיימים את המשוואה . IIŶ-בהשוואה ל ie ,כן בשניהם שגיאות ול

סכום  נמצא כי שגיאותאך אם נתייחס גם לערכן המוחלט של ה, חיוביות מתקזזות עם שליליות

מכאן שאולי נהיה מעונינים באומדים אשר יניבו .  גדול יותרIIŶ לאורך הן שלהערכים המוחלטים

  .ות הנאמדותשגיאסכום ערכים מוחלטים קטן ככל האפשר ל

  

Y  

X  

IŶ 

IIŶ 

Y 

X
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=∑  כך שיביאו למינימום את הביטויβ̂- וα̂ נבחר את :שני לאמידהיטריון קר

N

i ie1
  

  

∑נרצה לגזור את הביטוי ,  קריטריון זהיישםאם ננסה ל =
n
i ie1 לפי α̂ו  -β̂ ולהשוות את 

, פונקצית הערך המוחלט איננה גזירה בנקודת האפסש וון אז נתקל בבעיה כיולםא. הנגזרות לאפס

 ,בעלי תכונות רצויותשגם אם קריטריון זה יניב אומדים , מכאן. דבר אשר יסרבל את החישובים

 יהיה הת האמיד נרצה לשנותו במעט רק בכדי שהטיפול הטכני בבעי, לכן.קשה יהיה להשתמש בו

  .נח יותר

אך יחד עם זאת להתגבר על , נרצה לשמור על העיקרון העומד מאחורי קריטריון האמידה השני

בחירה טבעית במקום פונקצית הערך המוחלט היא העלאת כל שגיאה . הקושי הטכני הכרוך בו

ובמקום למזער את סך הערכים המוחלטים נשאף להביא למינימום את סכום , נאמדת בריבוע

דבר שיקל עלינו בבואנו לפתור את ,  אנו משתמשים בפונקציה גזירהבדרך זו. ועי השגיאותריב

ובה בעת אנו שומרים על האינטואיציה שהנחתה אותנו בבחירת קריטריון , בעית המינימיזציה

  .האמידה השני אלא שבמקום מרחק כל תצפית מהקו אנו משתמשים בריבוע המרחק

  

∑  כך שיביאו למינימום את הביטויβ̂- וα̂ר את  נבח: לאמידהלישיקריטריון ש =

N

i ie1
2  

  

ואנו נבחר בו לצורך אמידת , )Least Squares(קריטריון זה נקרא קריטריון ריבועים פחותים 

אומדי  נקראים האומדים המתקבלים כתוצאה משימוש בקריטריון זה. הפרמטרים הלא ידועים

  .)LSE - Least Squares Estimators( ריבועים פחותים

יש להעיר כי קריטריון זה נותן משקל גדול יותר לתצפיות הרחוקות יחסית מהקו הנאמד לסיום 

תכונה זו איננה רצויה שכן אולי נרצה לתת משקל גדול יותר . בריבוע עקב העלאתן של השגיאות

 .המדגם יותר לקו כיוון שהן מייצגות טוב יותר את התנהגות דווקא לתצפיות הנמצאות קרוב

 כל ומדים בעלילמרות זאת נראה בפרקים הבאים כי קריטריון הריבועים הפחותים אכן מניב א

  .הקודםאותן תכונות רצויות אשר מנינו בפרק 
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  :4סיכום פרק 

  :ההנחות הקלאסיות •

iii: המודל הנכון הוא - XY εβα ++= 

- ( ) 0=∀ iEi ε 

- ( ) 2σε =∀ iVari 

- ( ) 0, =≠∀ jiCovji εε 

- ( ) 0,, =∀ ji XCovji ε  

  :הנחות נוספות •

- Ni ~ε 

  .ים אינם משתנים מקריים- X-ה -

iiiכאשר , ei- תסומן בהנאמדת המקרית שגיאהה • XYe βα ˆˆ +−=. 

 אשר מביאים β̂-  וα̂כלומר נחפש את , חותים קריטריון ריבועים פל פיהאומדים יבחרו ע •

 :למינימום את סכום ריבועי הסטיות הנאמדות

∑=

N

i ieMin
1

2
ˆ,ˆ βα

  


